Действия с обыкновенными дробями

Расширение дроби. Значение дроби не меняется, если умножить её числитель и знаменатель на одно и то же число, отличное от нуля. Это преобразование называется расширением дроби. Например,


Сокращение дроби. Значение дроби не меняется, если разделить её числитель и знаменатель на одно и то же число, отличное от нуля. Это преобразование называется сокращением дроби. Например,
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Сравнение дробей. Из двух дробей с одинаковыми числителями та больше, знаменатель которой меньше: 
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Из двух дробей с одинаковыми знаменателями та больше, числитель которой больше:
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Для сравнения дробей, у которых числители и знаменатели различны, необходимо расширить их, чтобы привести к общему знаменателю.

Сложение и вычитание дробей. Если знаменатели дробей одинаковы, то для того, чтобы сложить дроби, надо сложить их числители, а для того, чтобы вычесть дроби, надо вычесть их числители (в том же порядке). Полученная сумма или разность будет числителем результата; знаменатель останется тем же. Если знаменатели дробей различны, необходимо сначала привести дроби к общему знаменателю. При сложении смешанных чисел их целые и дробные части складываются отдельно. При вычитании смешанных чисел мы рекомендуем сначала преобразовать их к виду неправильных дробей, затем вычесть из одной другую, а после этого вновь привести результат, если требуется, к виду смешанного числа.

Пример.
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Умножение дробей. Умножить некоторое число на дробь означает умножить его на числитель и разделить произведение на знаменатель. Следовательно, мы имеем общее правило умножения дробей: для перемножения дробей необходимо перемножить отдельно их числители и знаменатели и разделить первое произведение на второе.

Пример.
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Деление дробей. Для того, чтобы разделить некоторое число на дробь, необходимо умножить это число на обратную дробь. Это правило вытекает из определения деления (см. раздел “Арифметические операции”).

Пример.
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Отношение и пропорция. Процент.

1. Что такое процент?

Сотую часть рубля называют копейкой, сотую часть доллара называют центом (от латинского сло​ва centum — сто), сотую часть метра — сантиметром (обратите внимание на значение и произношение приставки санти), сотую часть гектара — аром (а по - народному — сотка).

Принято называть сотую часть любой величины или числа процентом.

Значит, 1копейка—один процент рубля,1 см — 1 процент метра, 1 цент — 1 процент доллара, 1 ар — 1 процент гектара, а число 0,05 —1 процент от 5. Для краткости слово «процент» после числа заменяют знаком %.

Понятие процента неразрывно связано с десятичными дробями. Чтобы обратить десятичную дробь в проценты, ее надо умножить на 100. Чтобы перевести проценты в десятичную дробь, надо число процентов разделить на 100.

2. Пропорция

Частное двух чисел называют отношением этих чисел. Например, 5:7 = 
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 можно назвать отношением чисел 5 и 7. Отношением чисел 1 и 0,25 является число 4, так как 1:0,25 = 4.
Равенство двух отношений называют пропорцией. Например, равенство 20: 4 = 0,5: 0,1 является пропорцией. Эта пропорция является верной, так как 20 : 4 = 5 и 0,5 : 0,1 = 5, а вот пропорция 7:2 =10:3 неверная, так как 7:2 = 3,5,  10 : 3 = 3
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В общем, виде пропорция, а вписывается так: 
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 Числа а и d называют крайними членами пропорции, b и с — средними членами пропорции.
Например, в пропорции 7:5 = 3,5:2,5 числа 7 и крайние члены, а 5 и 3,5 — средние, а в пропорции члены 8/а=3/х

Члены 8 и х являются крайними, а и - средними.

1)                         6) 2,7:5х=9:16

Понятие степени и их свойства. Степень с целым показателем.

Опеределение1;

Степениью действительного числа 
[image: image11.wmf]а

 с натуральным показателем 
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, большим единицы, называется произведение 
[image: image13.wmf]n

 множителей, каждый из которых равен 
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Примеры 1; 
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Опеределение2;

Степениью действительного числа 
[image: image22.wmf]а

 с показателем единица называется число 
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Примеры 2;
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Опеределение3;

  Степенью действительного числа 
[image: image29.wmf]а

, не равного нулю, с показателем нуль равен единице:
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Пример3;
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Опеределение 4;

Степенью действительного числа 
[image: image34.wmf]а

, не равного нулю, с отрицательным целым показателем – n называется число: 
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Пример 4;
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Тождества степени с целым показателем

Теорема 1;

Произведение степеней с одинаковыми основаниями и целыми показателями равно степени с тем основанием и показателем, равным сумме степеней показателей сомножителей: 
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Пример; 
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Иными словами, «При умножении степеней с одинаковыми показатели степеней складываются».

Замещание 

Обобщение

Основное тождество степени легко распространяется на несколько сомножителей: 
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Теорема2;

При делении степеней с одинаковыми основаниями из показателя степени числителя вычитается показатель степени знаменателя.
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Пример; 
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Теорема3;

При возведении степени в степень показатели степеней перемножаются.
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Пример; 
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Теорема4;

Чтобы возвести произведение в степень, надо возвести в эту степень каждый из сомножителей, а затем эти степени перемножить.
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Пример; 
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Теорема5;

Чтобы возвести дробь в степень, надо возвести в эту степень числитель, а затем разделить степень числителя на степень знаменателя.
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Пример; 
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Уравнение. Свойства уравнений.

Опеределение1; Уравнением называется предложение с переменными, состоящее в равенстве двух выражений с переменными. Выражение, стоящее перед знаком равенства, называется левой частью уравнения, выражение, стоящее после знака равенства, - правой частью уравнения.

Корнем (решением) уравнения называется значение переменной, при котором уравнение становится истинным числовым равенством.

Множеством решений уравнение называется множество, каждый элемент которго является решением уравнения и которое содержит все решения уравнения.

Решить уравнение – значит найти множество значений переменных, при которых предложение становится истинным, либо доказать, что таких значений нет. Переменная, которую надо найти в заданном уравнении, называется также неизвестным.

Пример; Уравнение 
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Опеределение2; Область определееия уравнения (областью допустимых значений – ОДЗ) называется мнодество значений переменной, при которых определены выражения, стоящие в левой И правой частях уравнения. Иными словами, область определения уравнения является пересечением областей определения его левой и правой частей.

Замечание; При решении уравнения исходное уравнение преходится заменять другим. Замена данного уравнения выводным допустима, но не желательно, так как при этом могут появиться «посторонние корни». В этом случае необходимо проверка полученных решений прямой подстановкой в исходное уравнение. 

Пример; 
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Опеределение3; Равносильными называются уравнения (неравенства, системы совокупности), имеющие одно и то же множество решений. В частности, равносильны все уравнения (неравенства, сиситемы), не имеющие решений (то есть, множество решений которых является пустым множеством).

Пример; 
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Пример; 
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Следствие; Если в уравнении перенести выражение из одной части уравнения в другую, изменив его знак на противоположный, то получится уравнение, равносильное исходному: 
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Пример; 
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Опеределение4; Если обе части уравнения умножить на одно и тоже выражение, определенное в области определения уравнения и не равное нулю, то получится уравнение, равносильное исходному: 
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 EMBED Equation.3 [image: image66.wmf](
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. Если 
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Пример; 
[image: image69.wmf].
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Пример; 
[image: image70.wmf](
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Опеределение5; Если к обеим частям уравнения прибавить одно и то же выражение с переменной, определенное в области определения уравнения, то получится уравнение, равносильное исходному: 
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Основные методы решения уравнений:

· простейшие уравнения решаются с помощью взятия обратной функций;

· методы замены переменной;

· методы разложения на множители;

· так называемые «нестандартные задачи» решаются с помощью свойств функций 

( ограниченность области определения и множества значений, монотонность).

Свойства корней квадратного уравнения (теорема Виета)

Сумма корней квадратного уравнения ax2+bx+c=0, а
[image: image73.wmf]0
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равна коэффициенту b при первой степени x, деленному на коэффициент a при старшей степени, взятому с противоположным знаком, т. е. 
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х , т.е. 
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Разложение квадратного трехчлена на множители
Квадратный трехчлен ax2+bx+c=0 можно разложить на множетели первой степени следующим образом:

Решим квадратное уравнение ax2+bx+c=0. Если x1 и x2-корни этого уравнения, то 
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Квадратный трехчлен

Квадратичной называется функция вида y=ax2+bx+c
где a≠0, b, c – любые действительные числа. 

Примерами квадратичных функций являются y=x2+3x–2, y=–x2+4x, y=2x2+5.

Выражение ax2+bx+c,a≠0 называют квадратным трехчленом.

Пусть имеется квадратный трехчлен y=ax2+bx+c. При решении многих задач полезным приемом является выделение полного квадрата, то есть выделение квадрата линейной функции: 
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Так, x2+2x–2=(x+1)2–3, 3x2–12x=3(x–2)2–12.

Число D=b2–4ac называется дискриминантом квадратного трехчлена. 

Дискриминант трехчлена x2+3x–2 равен 32–4·1(–2)=17, трехчлена –x2+4x равен 16, трехчлена 2x2+5 равен –40.

Квадратное уравнение (Уравнение 2-й степени)
ax2+bx+cx=0, a, b, c- данные числа, причем a(0
Простейшее квадратное уравнение x2=m, m- данное число  

	Не имеет решений, если m<0
	x2=-9

	Имеет одно решение x=0, если m=0
	x2=0( x=0 

	Имеет два решения x1,2= [image: image78.png]


, если m>0
	x2=9(x1= [image: image79.png]


=3 

x2= -[image: image80.png]


 =-3


Решение квадратного уравнения ax2+bx+c=0- вместо m.

	Квадратное уравнение не имеет решений, если D=b2-4ac<0

	Кв. ур-ние имеет единственное решение x=-
[image: image81.wmf]a
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 , если D=0.

	Кв. ур-ние имеет два решения x1,2= -
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Все решения квадратного уравнения ax2+bx+c=0, если они есть, находятся по формуле x= [image: image83.png]-bofh-dac
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Выражение D=b2-4ac называют дискриминантом квадратного уравнения

	Неполное квадратное уравнение
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	 Биквадратное уравнение
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Неравенства. Свойства неравенств.

Примеры:

1) 9х-3 >8.   

Решение:     9х >11;      х >
[image: image97.wmf]9
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2) х-2 >2,5х-5; 

Решение:     х-2,5х >2-5;     -1,5х >-3;     x <-3:(-1,5);     

 x <2
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Ответ: х
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3) 18-3(1-x) 
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Решение:     18-3+3x 
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4) x2-16 <0.  

    Решение:       (x-4)(x+4)<0;    х-4=0,      х+4=0 

                                                      х=4          х = - 4 
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    Ответ: x
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5) -x2-x+2
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Решение:   -x2-x+2=0.

                  D=1-4(-1)=9;  

                  x1=
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   Ответ: х
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6) x2+x+3<0.  

Решение:   x2+x+3=0,      D= 1-
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=-11<0, следовательно, уравнение не имеет корней. Данное неравенство не выполняется. 

7) 3x2+2x-1>0.   

Решение:   3x2+2x-1=0

                  D=4-4(-1)3=4+12=16;       

                  x1=
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    Ответ:  х
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8) x2+2x+1>0.

Решение:      x2+2x+1=0;  

                     D= 4-4=0;    x = -1  
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     Ответ:   х
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9) (x-4)(x+3)<0.

    Решение:         х-4=0, x=4;      

                             х-3=0, x=-3
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    Ответ:   x
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    10)    
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   Решение:     x+7=0,     x=-7;  

                         3-x=0,     x=3
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    11)        
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   Решение:        2x-4=0;       x=2;     

                            x+2=0;        x=-2;   
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    Ответ: x
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12) x(2-x)>0.

 Решение:        x=0;   

                         2-x=0,    x=2      
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Основные свойства функций. Функций и их графики. Четные и нечетные функций.

Определение: Числовой функцией называется соответствие, которое каждому числу х из некоторого заданного множества сопоставляет единственное число y.

Обозначение: y = f(x),

где x – независимая переменная (аргумент), y – зависимая переменная (функция). Множество значений x называется областью определения функции (обозначается D(f)). Множество значений y называется областью значений функции (обозначается E(f)). Графиком функции называется множество точек плоскости с координатами (x, f(x))
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Способы задания функции.

аналитический способ (с помощью математической формулы); 

табличный способ (с помощью таблицы); 

описательный способ (с помощью словесного описания); 

графический способ (с помощью графика). 

Основные свойства функции.

1. Четность и нечетность

Функция называется четной, если
– область определения функции симметрична относительно нуля
– для любого х из области определения f(-x) = f(x)
[image: image145.png]



График четной функции симметричен относительно оси 0y
Функция называется нечетной, если
– область определения функции симметрична относительно нуля
– для любого х из области определения f(-x) = –f(x)
[image: image146.png]



График нечетной функции симметричен относительно начала координат.

[image: image147.png]



График периодической функции состоит из неограниченно повторяющихся одинаковых фрагментов.

3. Монотонность (возрастание, убывание)

Функция f(x) возрастает на множестве Р , если для любых x1 и x2 из этого множества, таких, что x1 < x2 выполнено неравенство f(x1)< f(x2).
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Функция f(x) убывает на множестве Р, если для любых x1 и x2 из этого множества, таких, что x1 < x2 выполнено неравенство f(x1) > f(x2).


Тригонометрические функции.

График функции 
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График функции 
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График функции 
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График функции 
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Значения тригонометрических функций на окружности

	[image: image157.png]



	0°(0 рад)
	30° (π/6)
	45° (π/4)
	60° (π/3)
	90° (π/2)
	180° (π)
	270° (3π/2)

	[image: image158.png]sina




	[image: image159.png]



	[image: image160.png]



	[image: image161.png]



	[image: image162.png]



	[image: image163.png]



	[image: image164.png]



	[image: image165.png]




	[image: image166.png]COS v




	[image: image167.png]



	[image: image168.png]



	[image: image169.png]



	[image: image170.png]



	[image: image171.png]



	[image: image172.png]



	[image: image173.png]





	[image: image174.png]tga




	[image: image175.png]



	[image: image176.png]-




	[image: image177.png]



	[image: image178.png]



	[image: image179.png]



	[image: image180.png]



	[image: image181.png]




	[image: image182.png]ctga




	[image: image183.png]



	[image: image184.png]



	[image: image185.png]



	[image: image186.png]-




	[image: image187.png]



	[image: image188.png]



	[image: image189.png]





Основные тригонометрические тождества 
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Формулы суммы и разности тригонометрических функций
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Формулы преобразования произведения в сумму
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Дәрежені төмендету формулалары
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Формулы половинного угла 
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Соотношения между функциями
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Преобразования тригонометрических функции 
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Формулы приведения

Преобразование тригонометрических функций с аргументами 
[image: image240.wmf]a

p

±

2

; 
[image: image241.wmf]a

p

±

; 
[image: image242.wmf]a

p

±

2

3

 и 
[image: image243.wmf]a

p

±

2

 к тригонометрическим функциям с аргументами 
[image: image244.wmf]a

 где
[image: image245.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

2

0

p

a

p

p

 называют формулами приведения.
	t
	
[image: image246.wmf]a

p

-


	
[image: image247.wmf]a

p

+


	
[image: image248.wmf]a

p

-

2


	
[image: image249.wmf]a

p

+

2


	
[image: image250.wmf]a

p

-

2


	
[image: image251.wmf]a

p

+

2


	
[image: image252.wmf]a

p

-

2

3


	
[image: image253.wmf]a

p

+

2

3



	sint
	[image: image254.wmf]a

sin


	-[image: image255.wmf]a

sin


	-[image: image256.wmf]a

sin


	[image: image257.wmf]a

sin


	
[image: image258.wmf]a

cos


	
[image: image259.wmf]a

cos


	-
[image: image260.wmf]a

cos


	-
[image: image261.wmf]a

cos



	cost
	-
[image: image262.wmf]a

cos


	-
[image: image263.wmf]a

cos


	
[image: image264.wmf]a

cos


	
[image: image265.wmf]a

cos


	[image: image266.wmf]a

sin


	-[image: image267.wmf]a

sin


	-[image: image268.wmf]a

sin


	[image: image269.wmf]a

sin



	tgt
	-
[image: image270.wmf]a

tg


	
[image: image271.wmf]a

tg


	-
[image: image272.wmf]a

tg


	
[image: image273.wmf]a

tg


	
[image: image274.wmf]a

ctg


	-
[image: image275.wmf]a

ctg


	
[image: image276.wmf]a

ctg


	-
[image: image277.wmf]a

ctg



	ctgt
	-
[image: image278.wmf]a

ctg


	
[image: image279.wmf]a

ctg


	-
[image: image280.wmf]a

ctg


	
[image: image281.wmf]a

ctg


	
[image: image282.wmf]a

tg


	-
[image: image283.wmf]a

tg


	
[image: image284.wmf]a

tg


	-
[image: image285.wmf]a

tg




Формулы сложения

Формулы, выражающие тригонометрические функции суммы и разности двух аргументов через тригонометрические функции этих аргументов, называются формулы сложения. 

Косинус разности двух аргументов равен сумме произведения косинусов и произведения синусов этих аргументов.
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Косинус суммы двух аргументов равен разности произведения косинусов и произведения синусов этих аргументов.
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Синус суммы двух аргументов равен сумме произведения синуса первого аргумента на косинус второго аргумента и произведения косинуса первого аргумента на синус второго аргумента.
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Синус разности двух аргументов равен разности произведения синуса первого аргумента на косинус второго аргумента и произведения косинуса первого аргумента на синус второго аргумента.
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Примеры:Упростите выражение:

1. 
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Формулы тригонометрических функций  двойного и троиного  угла 
Используя формулы сложения, 
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 можно выразить через тригонометрические функции аргумента 
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Формулы троиного  угла 
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Обратные тригонометрические функции

Теорема( о корне) Пусть функция f возрастает( или убывает) на промежутке L, число а - любое из значений, принимаемых f на этом промежутке. Тогда уравнение f(x)=a имеет единственный корень в промежутке L. Доказательство

Арксинусом числа  а называется такое  число из отрезка 
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 и принимает  все значения то -1 до 1.Следовательно,по теореме о корне для любого числа а, такого, что 
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 существует единственный корень в уравнения sinx=a Это число называют арксинусом числа а и обозначают arcsinа.

Определение: Арксинусом числа а называется такое число из отрезка 
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Определение: Арккосинусом числа, а называется такое число из отрезка
[image: image334.wmf][
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Определение: Арктангенсом числа,  а называется такое  число из отрезка
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Определение: Арккотангенсом числа, а называется такое число из отрезка
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Решение простейших тригонометрических уравнений.

1.Уравнение cost=a Если 
[image: image340.wmf]а

 больше 1,то уравнение cost=a (1) не имеет решений, поскольку 
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Формула корней уравнения (1) такова:t=
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Пример: Решение уравнения cosx=
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 EMBED Equation.3  [image: image351.wmf]3
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2.Уравнение sint=a .Если 
[image: image354.wmf]а

 больше 1,то уравнение sint=a (2) не имеет решений, поскольку 
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Формула корней уравнения (2) такова:t=
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Уравнение (2)на отрезке 
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 имеет два решения: t1=arcsine t2=
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Удобно решение записывать не двумя, а одной формулой:

t=(-1)R arcsine+
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3. Уравнение tgt=a (3). При любом а на интервале 
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Примеры:
Понятие о производной.
Правила вычисления производных

Определенеие: Производной функции f в точке х0 называется число, к которому стремится разностное отношение 
[image: image366.wmf](
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Производная функции f в точке х0 обозначается 
[image: image368.wmf](
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Функция называется производной функции у= f(х) и обозначается 
[image: image369.wmf]у

f

¢

¢

,


Нахождение производной данной функции f называется дифференцированием.

Пологая в формуле 
[image: image370.wmf](
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, к=0, в=С где С-производная постоянная, получаем, что 
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 производная постоянной равно нулю.

Геометрически производная представляет собой угловой коэффициент касательной к графику функции [image: image372.png]y=f(x)



 в точке х, то есть [image: image373.png]


.

Производная есть скорость изменения функции в точке х.

Отыскание производной называется дифференцированием функции.

Правила вычисления производных

Правило 1: Елси функции U и V дифференцируемы в точке х0,то сумма дифференцируема в этой точке и 
[image: image374.wmf](
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Коротко говорят: Производная суммы равна сумме производных.

Правило 2: Елси функции  U и V дифференцируемы в точке х0,то произведение  дифференцируемо в этой точке и  
[image: image375.wmf](
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Следствие: Если функция  U дифференцируема в точке х0,а С - постоянная, то функция С U дифференцируема в этой точке и 
[image: image376.wmf](
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Коротко говорят: Постоянный множитель можно выносить за знак производной.

Правило 3: Елси функции U и V дифференцируемы в точке х0 и U функция V не равно нулю в этой точке, то частное 
[image: image377.wmf]V
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 также дифференцируемо в этой точке и  
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2. Производная степенной функции. у=хn 

Формула для вычисления степенной функции хn ,где n-произвольное натуральное число, большее 1, такова:
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Производная тригонометрических функции

Формула диференцирования синуса, косинуса, тангенса и котангенса.

Докажем, что функция синус имеет производную в любой точке и (sinx)`=cosx (1).
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 применяя формулу находим 
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Все тригонометрические функции непрерывно дифференцируемы на всей области определения:
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Чтобы доказать справедливость формул (3) и (4), применим формулу для нахождения производной частного и выведенные формулы производной синуса и косинуса:
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[image: image388.wmf](
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Производная сложных функции

Если [image: image389.png]y=fF(0)U=U(x)



, то есть [image: image390.png]y=fTU)]



, где [image: image391.png]J)



 и [image: image392.png]U(x)



имеют производные, то [image: image393.png]


 (правило дифференцирования сложной функции).

Примеры:
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Возрастание и убывание функций. Эстремумы 

Экстремум (лат. extremum — крайний) в математике — максимальное или минимальное значение функции на заданном множестве. Точка, в которой достигается экстремум называется точкой экстремума. Соответственно, если достигается минимум — точка экстремума называется точкой минимума, а если максимум — точкой максимума. В математическом анализе выделяют также понятие локальный экстремум (соответственно минимум или максимум).

Определение. Функция 
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 возрастает на множестве 
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Определение. Функция 
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 убывает на множестве 
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Определение. Точка 
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 называется точкой минимума функции 
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Определение. Точка 
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 называется точкой максимума функции 
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, если для всех 
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Для точек максимума и минимума функции принято общее название – их называют точками экстремума. Значения функции в этих точках называют соответственно максимума и минимумами функции (общее название – экстремум функции).  Точки максимума обозначают 
[image: image419.wmf]max
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, а точки минимума  
[image: image420.wmf]min
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Исследования функций примеры

Полная схема исследования и построения графика функции

Здесь мы уточним и дополним схему исследования и построения графика функции, с учетом нахождения промежутков выпуклости вверх и вниз, точек перегиба, наклонных асимптот и применения теории пределов. Эти дополнительные свойства позволяют исследовать функцию более широко, глубже и помогают точно строить их графики.

В целом, при исследовании функции нет необходимости в строгом соблюдении пунктов какой-либо схемы исследования. Эти работы во многом зависят от той задачи и цели, которую мы ставим перед собой. Однако, удобство систематизации всякой исследовательской работы очевидно. Поэтому мы предлагаем следующую схему исследования функции: 

   1. Нужно определить область определения функции и если есть, то необходимо найти точки разрыва функции;

   2. Нужно найти вертикальную и наклонную и наклонную асимптоты функции;

   3. Нужно определить четность и периодичность функции;

   4. Нужно найти точки пересечения с осями координат графика функции;

   5. Нужно найти первую и вторую производные функции и найти точки, в которых они обращаются в нуль, и точки, в которых не существуют эти производные;

   6. Исследуя знаки первой и второй производной, нужно определить промежутки возрастания и убывания, вогнутости вверх и вниз, точки экстремума, точки перегиба и значения функции, и найденные данные для удобства заносят в одну таблицу. С помощью этой таблицы схематично строят график функции. 

Определенеие первообразной. Основные свойство первооброзной

Зная закон движения тела, можно, продифференцировав функцию перемещения тела по времени, в любой момент найти его скорость. Часто требуется решить обратную задачу, то есть найти перемещение тела, зная, как изменяется его скорость. Эта и подобные задачи решаются при помощи интегрирования – операции, обратной дифференцированию.

Функция F, заданная на некотором промежутке D, называется первообразной функции f, заданной на том же промежутке, если для любого 
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, в чем можно убедиться, поставив эти функции в определение первообразной. Функция 
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 также является первообразной функции 
[image: image426.wmf]2

)

(

x

x

f

=

.

Если функция F является первообразной функции f, то все функции вида F+C, где C – константа, и только они являются первообразными функции f.

Таким образом, для любой функции ее первообразная F определяется неоднозначно. Для того чтобы задать ее однозначно, нужно указать точку A(x0;y0), удовлетворяющую уравнению y=F(x).

Первообразные основных элементарных функций приведены в таблице.
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Интеграл. Формула Ньютона – Лейбница

Если функция f(x) интегрируема на [a;b], то для любого
[image: image443.wmf][
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 существует интеграл 
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который, называется интегралом с переменным верхним пределом.

Если функция f интегрируема на [a;b], то функция F(x) непрерывна на этом отрезке.

Если функция f интегрируема на [a;b] и непрерывна в 
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то функция F(x) дифференцируема в 
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Если функция f непрерывна на [a;b], то на этом отрезке она имеет первообразную F вида 

[image: image448.png]P = | f@di+C.




где C – постоянная. Всякая первообразная функции f на отрезке [a;b] удовлетворяет этой формуле. Одним из основных результатов математического анализа является теорема Ньютона – Лейбница: Пусть функция f(x) непрерывна на [a;b], а F(x) – какая-либо первообразная функции f на этом отрезке. Тогда 

[image: image449.png]b
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Таким образом, для вычисления определенного интеграла нужно найти какую-либо первообразную F функции f, вычислить ее значения в точках a и b и найти разность

 F(b)–F(a).

Неопределенный интеграл и его свойства

Совокупность всех первообразных функции f(x) на промежутке D называют неопределенным интегралом функции f(x) и обозначают символом
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(знак ∫ – модифицированная буква S в латинском слове Summa – сумма). 

Функция f(x) называется подынтегральной функцией, дифференциал f(x)dx – подынтегральным выражением, переменная x – переменной интегрирования, а C – постоянной интегрирования. Из определения интеграла следуют две важные формулы: 
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Из последней формулы следует, что подынтегральную функцию можно записать как dF(x).  Пусть функции f(x) и g(x) интегрируемы на D, a – постоянная. Тогда 
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Показательная функция

Свойства показательной функции:

Определение: Функция заданная формулой у=ах (где а>0,а
[image: image457.wmf]1

¹

) называется показательной функцией с основанием а. Сформируем основные свойства показательной функции.

1. Область определения – множества R действительных чисел.

2. Область значений – множества R+ положительных  действительных чисел.

3. При а>1 функция возрастает на всей числовой прямой, при 
[image: image458.wmf]0

<а<1 функция убывает на множестве R.

4. При любых действительных значениях х и у справедливы равенства:
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Логарифмы и их свойства

1. Вспомним решение уравнения ах=в.Это уравнение не имеет решений при 
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 и имеет единственный корень в случае в
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. Этот корень называют логарифмом в по основанию а и обозначают 
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2. Определение логарифма.

3. Основные логарифмические тождество 
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4. Для обозначения десятичных логарифмов принята специальная запись: вместо 
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5. Доклады учащихся по сведениям  из  истории:

1 .О происхождении терминов и обозначений.

2. Из истории логарифма

6. Рассмотреть решение примеров
Определение: Логарифмом числа в по основанию а называется показатель степени, в котрую нужно возвести основание а, чтобы получить число в.

Основные свойства логарифмов
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Логарифметическое уравнение
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Показательная и логарифметическая функция и их графики

1. Показательная функция и их графики

1. В курсе средней школы принимается без доказательства, что положительное число а можно возводить и в иррациональную степень х. ах приблизительно равно 
[image: image483.wmf]n

x
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, где хn— рациональное число. Причем это приближение может быть сколь угодно точным при достаточной точности приближения иррационального числа х рациональным числом хn .
Функцию, заданную формулой вида у = аx, где а — некоторое положительное число, не равное единице, называют показательной.

2. Функция у = ах при а > 1 обладает следующими свойствами, которые иллюстрируются ее графиком (рис. 57, 58):

[image: image484.jpg]


      [image: image485.jpg]



Рис. 57
Рис. 58

а)
D(f) = R,E(f) = (О; 
[image: image486.wmf]¥

).

б)
Функция возрастает при а > 1; функция убывает при 0 < а < 1

2. Логарифметическая функция и их графики

1. Так как показательная функция у = ах (где a>0, a
[image: image487.wmf]ñ

1) является монотонной (возрастающей при а > 1 и убывающей при 0 < а < 1), то она имеет обратную функцию. Чтобы найти эту обратную функцию, нужно из формулы у = ах выразить х через у:х = 
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,  а затем поменять обозначения х на (у и у на .х; тогда получим у=
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. Функцию 

у = logа х (где а > 0, a * 1) называют логарифмической.

Итак, показательная и логарифмическая функции при одном и том же основании являются взаимно обратными функциями.

2. 
График логарифмической функции у = loga x можно построить, воспользовавшись тем, что функция у = loga х  обратно показательной функции у = ах. Поэтому достаточно построить график функции у = ах, а затем отобразить его симметрично относительно прямой у = х.
3. Отметим свойства функции у = 
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б) функция возрастает при а > 1, функция убывает при 0 < а < 1.
Решение простейших показательных уравнений и неравенств

Рассмотреть степень с иррациональным показателем, определение показательной функции сформулировать её основные свойства.
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Степень с рациональным показателем

Определение. Степень числа, а>0 с рациональным показателем r=
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m

, где m-целое число, а n-натуральное называется число 
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Примеры 1. По определению степени с рациональным показателем 

Примеры:
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Замечание: Любое рациональное число допускает различные записи его в виде дроби, поскольку  
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 для любого натурального R.Замечание аr также не зависит от формы записи рационального числа r.Из свойств корней следует, что 
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Для любых рациональных чисел r и s и любых положительных а и в справедливы равенства:
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Иррациональные уравнения и неравенства

Краткие справочные материалы

1. Свойства арифметических корней

Для любых натуральных 
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2. Некоторые важные неравенства

10 . Неравенство Коши:
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20. Неравенство треугольника
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30 Неравенство для двух взаимно - обратных  величин:
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Иррациональное уравнение
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Иррациональные неравенства

10.  Иррациональное неравенство 
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 равносильно системе неравенств 


[image: image543.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ï

î

ï

í

ì

³

2

2

,

0

,

0

x

g

x

f

x

g

x

f

p

f


20. Иррациональное неравенство 
[image: image544.wmf](
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 равносильно совокупности двух систем неравенств:
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Уравнения, в которых под знаком корня содержится переменная, называют иррациональными.

Производная показательных и логарифмических функции

Если требуется найти [image: image547.png]


из уравнения [image: image548.png]


[image: image549.png]y=f(x)



, то можно:

а) логарифмировать обе части уравнения

[image: image550.png]Iny=In /(x) = (x)



;

б) дифференцировать обе части полученного равенства, где [image: image551.png]Iny



есть сложная функция от х,

[image: image552.png]%: PER=y'=y 9@



.

в) заменить [image: image553.png]


его выражением через х

[image: image554.png]y'=fx)-9'(x)



.

Производная логарифмической функции для любого х из области определения находится по формуле
Простейшие задачи аналитической геометрии.

         Расстояние между точками на плоскости. 

          Пусть на плоскости даны две точки А(х1;у1) и В(х2;у2). Найдем расстояние между двумя точками. 
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                                х1                   х2        

                                                                                х           рис.1

                              А1                  В1        

  Из треугольника АВС имеем (рис.1)  

АВ2=АС2+СВ2     АС=А1В1=х2-х1       СВ=А2В2=у2-у1   обозначим 
[image: image555.wmf]d
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Деление отрезка в данном отношении. 

           Даны точки А(х1;у1) и В(х2;у2). Пусть точка С(х;у) делит отрезок в отношении 
[image: image557.wmf]l

 т.е. 
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.  На основании теоремы о пропорциональности отрезков прямых, заключенных между параллельными прямыми (рис.2) имеем:  
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, где А1С1=х-х1 ; С1В1=х2-х; 
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Решив это уравнение получим:      
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Аналогично рассуждая найдем,        
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              Если С – середина отрезка, то 
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Уравнение прямой линии.

           Чтобы составить уравнение прямой линии в декартовых координатах нужно каким-то образом задать условие, определяющее положение ее относительно  координатных осей. Назовем углом наклона прямой к оси Ох угол 
[image: image565.wmf]j

,  на  который надо повернуть эту ось, чтобы она совпала с данной прямой.

            Припишем углу 
[image: image566.wmf]j

 знак плюс при повороте оси Ох против часовой стрелки, знак минус при повороте Ох  по ходу часовой стрелки.  

           Введем понятие углового коэффициента, который характеризует направление прямой по отношению осей координат.  

          Тангенс угла наклона прямой к оси Ох называется угловым коэффициентом.  

         Обозначим угловой коэффициент буквой k и запишем его определение символически:                          k=tg
[image: image567.wmf]j

                               (2.1)  

          В частности, если 
[image: image568.wmf]0
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, то и k=0. В этом случае  прямая параллельна оси Ох, если 
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=
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, то k=tg
[image: image571.wmf]j

 не существует, т.е. прямая перпендикулярна оси Ох.  

Уравнение прямой линии с угловым коэффициентом.

             Пусть дана некоторая прямая составляющая угол 
[image: image572.wmf]j

 с осью Ох, и которая отсекает отрезок по величине равной в на оси Оу.  Возьмем на прямой произвольную точку М(х;у) и известна точка N(o;в)- пересечение прямой с осью Оу. Когда точка М  движется по прямой ,то ее координаты х и у изменяются и остаются все время связанными между собой  некоторым условиям.  

                   Установим это условие:  Рассмотрим отрезок  NM. Знаем координаты точек N(о;в) и М(х;у) найдем угловой коэффициент прямой выразив его через координаты точек В и М.  
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[image: image573.wmf]a
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                                     Рис.6  

Из прямоугольного треугольника NEM (рис.6) получим:

                               
[image: image574.wmf]j

tg
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, где NE = x, EM = y  - b
Отсюда, с учетом обозначения (2.1), имеем: 
[image: image575.wmf]k
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,  y-b = kx, или

                                    у = kx + b                                                       (2.2)

Этому уравнению удовлетворяют лишь координаты точек рассматриваемой прямой и не удовлетворяют координаты никакой точки, не лежащей на ней.

Уравнение прямой вида (2.2) называется уравнением прямой с угловым коэффициентом.

Пусть любая точка прямой имеет абсциссу равную а, тогда уравнение этой  прямой имеет вид:                      х = а                                             (2.3)

Эта прямая параллельна оси ОУ.

Если в уравнении (2.2) k =0, то уравнение (2.2) примет вид: 

                                                  у = b                                                (2.4)

Эта означает, что любая точка прямой имеет ординату, равную b и параллельна оси ОХ.

Уравнение прямой, проходящей через начало координат имеет вид:

                                                  у =  kx                                                (2.5)

В этом случае b = 0 и координаты начала координат удовлетворяют уравнению (2.5).

Уравнение прямой, проходящей через данную точку, в данном направлении.

    Пусть дана точка на прямой М1(х1,у1) и угол наклона 
[image: image576.wmf]j

 этой прямой к оси ОХ. Возьмем произвольную точку М(х,у) на прямой, которая проходит через точку М1.

Уравнение этой прямой будем искать в виде (2.2)  у = kx +b, где неизвестное определится из условия прохождения прямой через точку М1,  т.е.    у1 = kx1 +b,      отсюда     b = y1 –kx1. Подставим найденное значение в уравнение    (2.2) и получим:            

     у = kx + y1-kx1      или         y – y1 = k (x – x1)                              (2.6).

Это и есть уравнение прямой, проходящей через данную точку М1(х1,у1) и в данном направлении.

 Одновременно это уравнение пучка прямых ( множества ) прямых, проходящих через данную точку, т.е. задавая различные значения мы можем получить множество прямых, проходящих через точку М1(х1,у1) – центр пучка. В форме  (2.6) можно записать любое уравнение пучка, кроме прямой параллельной оси ОУ.

Уравнение прямой, проходящей через две точки.

Пусть даны точки М1(х1,у1) и М2(х2,у2). Составим уравнение прямой, проходящей через эти две точки.

Уравнение пучка прямых, проходящих через точку М1(х1,у1) имеет вид

                                      у – у1 = k (х – х1),

где параметр k  определим из условия прохождения прямой М1М2 через точку М2(х2,у2), т.е. координаты точки М2 должны удовлетворять уравнению (2.6):

                                           у2  - у1 = k (x2 –x1)

отсюда                                
[image: image577.wmf]1
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                                                     (2.7).

Подставим (2.7) в (2.6), получим:   
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Это и есть искомое уравнение.

Угол между двумя прямыми.

Пусть даны две прямые. Будем называть одну  из них первой ( какую угодно), другую – второй. Пусть уравнения этих прямых имеют вид:

                                                                  у = k1x +b1                 (1)

у                                                                          у = k2x +b2                 (2)

                                                Обозначим через 
[image: image579.wmf]1
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 угол наклона первой 

                                           прямой к оси ОХ, через 
[image: image580.wmf]2
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  - второй прямой.

                                          Для определенности будем считать, что 
[image: image581.wmf]1

2

a

a

>

.

                                            В этом случае угол между прямыми (1) и (2) 

                                    х              будет  равен     
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 Рис.7                                                             
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где    
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, следовательно
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Это есть формула для определения угла между двумя прямыми.

При решении различных задач часто возникают вопросы об установлении параллельности или перпендикулярности двух прямых на плоскости.

Очевидно, что две прямые параллельны тогда и только тогда, когда углы наклона к оси ОХ двух прямых равны друг другу, т.е.  
[image: image587.wmf]2
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, следовательно 
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. Отсюда:                   

      k1 = k2                                                                                                     (2.10)

Это и есть условие параллельности двух прямых на плоскости.

Пусть данные прямые перпендикулярны, т.е. 
[image: image589.wmf]2
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, тогда 
[image: image590.wmf]j
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 теряет арифметический смысл, в этом смысле знаменатель правой части (2.9) должен быть равен нулю     1 +k1k2 = 0. Следовательно, признаком перпендикулярности двух прямых является равенство:      k1k2 = -1,        или

                                              
[image: image591.wmf]1
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                                                    (2.11).

Общее уравнение прямой.

Анализ уравнений  (2.2), (2.6) и (2.8) показывает, что уравнения прямой описываются уравнениями первой степени  относительно переменных х и у, поэтому общее уравнение прямой можно записать  в виде:

                                             Ах + Ву + С = 0                                      (2.12).

Рассмотрим три частных случая, когда уравнение первой степени будет неполным:

1). С = 0, тогда (2.12) примет вид Ах + Ву = 0 и определяет прямую, проходящую через начало координат.

2). В = 0, уравнение (2.12) имеет вид Ах + С = 0 или х = а, где  а = -
[image: image592.wmf]А

С

  и определяет прямую, параллельную оси ОУ. В частности, если а = 0, то уравнение х = 0 определяет прямую, которая совпадает с осью ОУ.

3). А = 0, тогда общее уравнение прямой будет иметь вид Ву + С = 0. Отсюда  у = -
[image: image593.wmf]В

С

 или у = в, где в = -
[image: image594.wmf]В

С

. Это уравнение прямой параллельной оси ОХ. В случае, если в = 0, то уравнение у = 0 является уравнением оси ОХ.

4) Уравнение прямой «в отрезках».

Пусть дано общее уравнение прямой Ах + Ву + С = 0, где 
[image: image595.wmf]0
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. Перепишем это уравнение в виде Ах + Ву = -С, и разделим обе части этого уравнения на –С, тогда будем иметь: 
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. Окончательно получим:              
[image: image598.wmf]1
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                             (2.13).

Уравнение (2.13) называется уравнением прямой «в отрезках». Числа a и b имеют простой геометрический смысл – это величины отрезков, которые прямая (2.13) отсекает на осях координат: а – величина отрезка, отсекаемого  на  оси ОХ, b – величина отрезка, отсекаемого на оси ОУ,

Окружность.
          Окружностью называется геометрическое место точек на плоскости, расстояние каждой из которых от одной фиксированной точки плоскости, называемой центром, есть величина постоянная. 

М(a;в)- центр окружности, R- её радиус, N(x;y)- произвольная точка окружности. На основании определения окружности и формулы (1.1) имеем; R=
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 EMBED Equation.3 [image: image602.wmf]               (3.1).

Уравнение (3.1) называется простейшим уравнением окружности. 

Легко увидеть, что если a=в=0, то получим уравнение окружности, центр которого совпадает с началом координат, т.е.       x2+y2=R2                (3.2)   


 y                        N(x;y) 

                            x            Рис. 11

Раскрывая скобки в уравнении (3.1) и перенося R2 в левую часть получим:  

                                    x2+y2-2ax-2вy+a2+в2-R2=0  

       или                             x2+y2+Ax+By+C=0                                            (3.3)  

                      где   A=-2a, B=-2в, C=a2+в2-R2 

              Если уравнение окружности дано в виде (3.1) или (3.2), то сразу видно, что координаты центра окружности равны а и в, а радиус равен R.

           Если уравнение окружности дано в виде (3.3), то 
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                      (3.4).  

       Уравнение (3.3) называется общим уравнением окружности и является уравнением второй степени.  
Векторная алгебра. 
            Величины, которые характеризуются лишь числовым значением (например: температура, масса, время, площадь, объем и др.), называются скалярными или скалярами.  

            Величины, которые характеризуются не только числом, но и направлением, называются векторными. 

             Вектором называется направленный отрезок. 

             Следовательно, для задания вектора необходимо указать длину и направление.

            Векторы обозначаются двумя прописными буквами со стрелкой над ними, например 
[image: image606.wmf]АВ

, или строчной латинской буквой 
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 . 

           Два вектора называются равными, если они расположены на параллельных прямых, имеют одинаковое направление и равны по длине.  

           В математике, в отличие от физики, рассматриваются свободные векторы. Это означает, что векторы можно переносить в пространстве не меняя длину и направление. 

Сумма и разность векторов.               Пусть в пространстве даны векторы 
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            Приняв точку М  за начальную построим ломанную ММ1М2М3М4М5, где 
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           Вектор  
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, является замыкающим и называется суммой векторов 
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 совпало с началом  вектора  
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, - первое слагаемое, конец совпадает с концом последнего вектора -
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. Вектор 
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- есть геометрическая сумма указанных  векторов: 
[image: image627.wmf]е

d

с

в

а

n

+

+

+

+

=

   (4.1)При сложении векторов имеет место свойство переместительности и сочетательности:  
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 EMBED Equation.3 [image: image629.wmf].

а

в

в

а

+

=

+

  Это видно из (рис18).  
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  Это видно из (рис.19). 
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Два вектора, имеющие одинаковую длину, расположенные на параллельных прямых и противоположно 

направленные, называются противоположными.  Вектор , противоположный вектору 
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, обозначается так:
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.  Из определения суммы имеем:   
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т.е сумма противоположных векторов есть нуль-вектор.

         Разностью двух векторов 
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и
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 называется вектор 
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, который в сумме с вектором 
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 будет равен вектору 
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Умножение вектора на число.

При умножении вектора 
[image: image643.wmf]а

 на число 
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 получим вектор 
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.  Длина вектора 
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 равна произведению модулей 
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 параллелен вектору 
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 и одинаково параллелен, если 
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>0, и противоположно направлен 
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Скалярное произведение векторов и его основные свойства

Скалярным произведением двух векторов называется число, равное произведению длин этих векторов на косинус угла между ними:

                    (
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                                                             (5.1)

Из определения скалярного произведения векторов получим следующие алгебраические свойства:

Свойство 1. Скалярное произведение обладает свойством пиреместительности:        (
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Свойство 2. Чтобы умножить сумму, нужно умножить каждое слагаемое и сложить полученные произведения, т.е (свойство распределительности:       (
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                                             (5.3)

Свойство 3.  Скалярное произведение обладает свойством сочетательности относительно числового множителя:

                              (
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Приведём ряд геометрических свойств скалярного произведения:

1. Если угол между векторами 
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 и 
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 острый, то скалярное произведение положительно, т.е (
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>0.

2. Если угол между векторами 
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 и 
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 тупой, то скалярное произведение отрицательно, т.е (
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3. Если векторы 
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 и 
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перпендикулярны друг другу, то скалярное произведение равно нулю, т.е (
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4. Если скалярное произведение двух векторов 
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 и 
[image: image687.wmf]в

 равно нулю, то векторы 
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 и 
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 взаимно перпендикулярны.

При скалярном умножении вектора самого на себя получается квадрат его модуля, т.е                 (
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Аксиомы стереометрии и их следствия

Основными (неопределяемыми) геометрическими фигурами в пространстве являются точки А прямые и плоскости. Введение плоскостей приводят к необходимости дополнить систему аксиом плани-1 метрии еще одной группой аксиом. А именно — аксиомами группы С, в которой выражены

Основные свойства плоскостей в пространстве.
А.С.1. Какова бы ни была плоскость, существуют точки, принадлежащие этой плоскости, и точки, не принадлежащие ей.

А.С.2. Если две различные плоскости имеют общую, точку, то они пересекаются по прямой, проходящей через эту точку.

А.С.З. Если две различные прямые имеют общую точку, то через них можно провести плоскость, и притом только одну.

Пользуясь этими аксиомами и аксиомами планиметрии, можно доказать первые теоремы стереометрии. Например, следующие:

Т.1. Через три точки, не лежащие на одной прямой, можно провести плоскость, и притом только одну.

Т.2. Если две точки прямой принадлежат плоскости, то вся прямая принадлежит этой плоскости.

Т.З. Через прямую и не лежащую на ней точку можно провести плоскость, и притом только одну

Докажем теорему 1 (рис. 127).
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Рис. 127

Пусть точки А, Б и С не лежат на одной прямой. По А.1.2 можно провести прямые АВ и АС. Эти прямые имеют общую точку. Тогда по А.С.З через них можно провести плоскость. По А.1.2 прямая АВ — единственная и прямая АС — единственная. Следовательно, и плоскость ABC только одна.

Опираясь на систему аксиом и первые теоремы стереометрии, можно строить сечения многогранников плоскостями.

Параллельность прямых и плоскостей

Определение (параллельных прямых в пространстве). Две прямые в пространстве называют параллельными, если они лежат в одной плоскости и не пересекаются.

Определение (скрещивающихся прямых). Прямые называют скрещивающимися, если они не лежат в одной плоскости.

Т.1. Через точку, не лежащую на данной прямой, можно провести прямую, параллельную этой прямой, и притом только одну.

Т.2. (Признак параллельности прямых.) Две прямые, параллельные третьей, параллельны между собой.

Т.3. Через две параллельные прямые проходит плоскость, и притом только одна.

Определение (параллельности прямой и плоскости.) Прямая и плоскость называются параллельными, если они не пересекаются.

Т.4. (Признак параллельности прямой и плоскости.) Если прямая а, не принадлежащая плоскости а, параллельна какой-нибудь прямой b, лежащей в плоскости а, то а II b (рис. 129). 

Т.5. Если прямая т параллельна плоскости а и плоскость т1 , проходящая через прямую т, пересекает плоскость а по прямой, т то т II т1 (рис. 130).
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Рис. 129
                   Рис. 130

Определение (параллельных плоскостей). Две плоскости называют параллельными, если они не пересекаются.

Т.6. (Свойства параллельных плоскостей.)

1. Если две параллельные плоскости пересечены третьей, то прямые пересечения параллельны (рис. 131).

2. Отрезки параллельных прямых, заключенные между параллельными плоскостями, равны (рис. 132).

Т.7. (Признак параллельности плоскостей.) Если две пересекающиеся прямые одной плоскости соответственно параллельны двум прямым другой плоскости, то эти плоскости параллельны (рис. 133).
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Рис. 131
Рис. 132
Рис. 133

Т.8. (Существование плоскости, параллельной данной.) Через точку вне данной плоскости можно провести плоскость, параллельную данной, и притом только одну.

Опираясь на систему аксиом стереометрии и теоремы о параллельности прямых и плоскостей в пространстве, можно строить сечения многогранников плоскостями.

Перпендикулярность прямых и плоскостей.

Определение. Две прямые называют перпендикулярными, если они пересекаются под прямым углом.

Т.1. Если две пересекающиеся прямые параллельны соответственно двум перпендикулярным прямым, то они тоже перпендикулярны.

Определение. Прямую, пересекающую плоскость, называют перпендикулярной этой плоскости, если она перпендикулярна любой прямой, которая лежит в данной плоскости и проходит через точку пересечения данной прямой с данной плоскостью.

Т.2. (Признак перпендикулярности прямой и плоскости.) Если прямая перпендикулярна двум пересекающимся прямым плоскости, проходящим через точку пересечения данной прямой с данной плоскостью, то она перпендикулярна плоскости (рис. 135).

Замечание. Если воспользоваться определением угла между скрещивающимися прямыми (углом между скрещивающимися прямыми называют угол между пересекающимися прямыми, которые параллельны данным, скрещивающимся прямым), то предыдущее определение и теорему 2 можно сформулировать следующим образом:

Определение. (Обобщенное определение перпендикулярности прямой и плоскости.) Прямую называют перпендикулярной плоскости, если она перпендикулярна любой прямой этой плоскости.
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Рис. 135

Т.2'. (Обобщенный признак перпендикулярности прямой и плоскости.) Если прямая перпендикулярна двум пересекающимся прямым плоскости, то она перпендикулярна этой плоскости (рис. 135).

Т.З. (Связь параллельности и перпендикулярности прямых и плоскостей.)
[image: image698.jpg]



Рис. 139

Рис. 138

                   Рис. 137

1. Если плоскость перпендикулярна одной из двух параллельных прямых, то она перпендикулярна и другой.

2. Если одна из двух параллельных прямых перпендикулярна плоскости, то и другая прямая перпендикулярна этой плоскости (рис. 137).

Определения (перпендикуляра и наклонной к плоскости).
1. Перпендикуляром к плоскости называют такой отрезок, лежащий на прямой, перпендикулярной этой плоскости, один конец которого (называемый основанием) лежит на данной плоскости, а другой лежит вне плоскости.

2. Длину этого перпендикуляра называют расстоянием от его конца, лежащего вне плоскости, до самой плоскости.

3. Наклонной, проведенной из данной точки к данной плоскости, называют отрезок, соединяющий данную точку с точкой (называемой основанием наклонной) и не являющийся перпендикуляром к плоскости.

4. Отрезок, соединяющий основания перпендикуляра и наклонной, проведенных из одной и той же точки, называют проекцией наклонной (рис. 138).

Т.4. (О трех перпендикулярах.) Прямая, проведенная на плоскости через основание наклонной перпендикулярно ее проекции, перпендикулярна и самой наклонной (рис. 139).

Т.4'. (Обратная Т-а.) Если прямая на плоскости перпендикулярна наклонной, то она перпендикулярна и проекции этой наклонной (см. рис. 139).

Определение (перпендикулярности плоскостей). Две пересекающиеся плоскости называют перпендикулярными, если какая-либо плоскость, перпендикулярная прямой пересечения этих плоскостей, пересекает их по перпендикулярным прямым (рис. 140)
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Рис. 140

Т.5. (Признак перпендикулярности плоскостей.) Если плоскость проходит через прямую, перпендикулярную другой плоскости, то эти плоскости перпендикулярны (рис. 141).

Т.6. Если прямая, лежащая в одной из двух перпендикулярных плоскостей, перпендикулярна прямой их пересечения, то она перпендикулярна и другой плоскости (рис. 142).
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Рис. 142
Рис.141
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Перпендикуляр и наклонная.

Пусть данная плоскость и не лежащая на ней точка. Перпендикуляром, опущенным из данной точки на данную плоскость, называется отрезок, соединяющий данную точку с точкой плоскости и лежащий на прямой, перпендикулярной плоскости.
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Конец этого отрезка, лежащий в плоскости, называется основанием перпендикуляра.
Расстоянием от точки до плоскости называется длина перпендикуляра, опущенного из этой точки на плоскость. Наклонной, проведенной из данной точки к данной плоскости, называется любой отрезок, соединяющий данную точку с точкой плоскости, не являющийся перпендикуляром к плоскости. Конец отрезка, лежащий в плоскости, называется основанием наклонной. Отрезок, соединяющий основания перпендикуляра и наклонной, проведенных из одной и той же точки, называется проекцией наклонной.

На рисунке из точки А проведены к плоскости
[image: image703.wmf]a

 перпендикуляр АВ и наклонная АС. Точка В - основание перпендикуляра, точка С - основание наклонной, ВС - проекция наклонной АС на плоскость
[image: image704.wmf]a

.


Теорема о трех перпендикулярах.


Теорема 1; Если прямая, проведенная на плоскости через основание наклонной, перпендикулярна ее проекции, то она перпендикулярна наклонной. И обратно: Если прямая на плоскости перпендикулярна наклонной, то она перпендикулярна и проекции наклонной.
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Доказательство: Пусть АВ - перпендикуляр плоскости 
[image: image706.wmf]a

, АС - наклонная и с - прямая в плоскости 
[image: image707.wmf]a

, проходящая через основание С. Проведем прямую СA1, параллельную прямой АВ. Она перпендикулярна плоскости
[image: image708.wmf]a

. Проведем через прямые АВ и СA1 плоскость 
[image: image709.wmf]b

. Прямая с перпендикулярна прямой СA1. Если она перпендикулярна прямой СВ, то она перпендикулярна плоскости
[image: image710.wmf]b

, а значит, и прямой АС.
АНАЛОГИЧНО. Если прямая с перпендикулярна наклонной АС то она, будучи перпендикулярна и прямой СA1 перпендикулярна плоскости 
[image: image711.wmf]b

, а значит, и проекции наклонной СВ. Теорема доказана.

Перпендикулярность прямой и плоскости

Если до введения этого понятия уже известно, что такое угол между скрещивающимися прямыми, то определение прямой, перпендикулярной плоскости, формулируется так.

Говорят, что прямая 
[image: image712.wmf]a

 перпендикулярна плоскости
[image: image713.wmf]a

, если она перпендикулярна каждой прямой этой плоскости.

При этом не требуется, чтобы прямая, лежащая в плоскости, проходила через точку пересечения прямой 
[image: image714.wmf]a

 с плоскостью
[image: image715.wmf]a

.

В противном случае, в определении прямой, перпендикулярной плоскости указывается, что прямая, лежащая в плоскости, проходит через точку пересечения прямой 
[image: image716.wmf]a

 с плоскостью 
[image: image717.wmf]a

.

Заметим также, что слово "перпендикуляр" может в некоторых учебниках обозначать прямую, перпендикулярную плоскости, а в других - отрезок этой прямой. После определения обычно формулируются две основные теоремы:

1. Через данную точку можно провести прямую, перпендикулярную данной плоскости, и притом только одну. (Если точка не лежит на данной плоскости, то говорят, что из данной точки опущен перпендикуляр на плоскость. Если же точка лежит на плоскости, то говорят, что из точки, восставлен перпендикуляр к данной плоскости.)

2. Через данную точку можно провести плоскость, перпендикулярную данной] 

Прямая, пересекающая плоскость, называется перпендикулярной этой плоскости, если она перпендикулярна любой прямой, которая лежит в данной плоскости и проходит через точку пересечения данной прямой и плоскости. 

Поскольку к этому моменту ещё нет определения угла между скрещивающимися прямыми, в определении требуется, чтобы прямые плоскости проходили через точку пересечения данной прямой с плоскостью.

.
Двугранный угол. Многогранники

Определение (угла между скрещивающимися прямыми). Угол между скрещивающимися прямыми называют угол между пересекающимися прямыми, которые параллельны данным скрещивающимся прямым.

На рисунке 152 прямые р и q — скрещивающиеся. Если, например, через точку А провести прямую ах || q, то угол между пересекающимися прямыми р и qx является углом между прямыми р и q.

[image: image718.jpg]



                                 Рис. 152 
Рис. 153

Угол между пересекающимися прямыми — это угол, величина которого принимает значения от 0° до 90°. Поэтому если <р - угол между скрещивающимися прямыми, то 0° < 
[image: image719.wmf]j

 < 90°.

Определение (угла между прямой и плоскостью).

 Если прямая не параллельна и не перпендикулярна плоскости, то углом между ними называют угол, образованный этой прямой и ее проекцией на данную плоскость (рис. 153). Если прямая параллельна плоскости, то угол между ними считается равным 0°; если прямая перпендикулярна плоскости, то угол между ними считается равным 90°.

Итак, если (р -— угол между прямой и плоскостью, то 0° < 
[image: image720.wmf]j

 < 90°).

Определение (угла между плоскостями). 

Если две плоскости не параллельны, то угол между ними называют угол, образуемый прямыми, полученными при пересечении этих двух плоскостей третьей плоскостью, перпендикулярной заданным плоскостям (рис. 154). Если данные плоскости параллельны, то угол между ними считается равным 0°.

Таким образом, если величина угла между плоскостями равна 
[image: image721.wmf]j

, то 0° < 
[image: image722.wmf]j

 < 90°.

Определение (двугранного угла). Двугранным углом называют фигуру, образованную двумя полуплоскостями с общей ограничивающей их прямой. Указанные полуплоскости называют гранями, а ограничивающую их прямую называют ребром двугранного угла (рис. 155).

[image: image723.jpg]



Рис. 154
Рис. 155

 Для обозначения двугранного угла можно указать сначала точку, взятую в одной из его граней, затем указать две точки на его ребре и далее какую-нибудь точку, взятую в другой его грани.

Так, на рисунке 155 изображены следующие двугранные углы: EABD, ЕАВС и CABD. Если прямая является ребром только одного двугранного угла, то для его обозначения можно указать какие-нибудь две точки, принадлежащие этому углу.

Определение (линейного угла). Линейным углом двугранного угла называют фигуру, образованную при пересечении двугранного угла плоскостью, перпендикулярной его ребру.

Так, если через точку F, взятую на ребре двугранного угла CABD (рис. 156), провести в его гранях прямые FK и FL, перпендикулярные ребру АВ двугранного угла, то угол KFL — это линейный угол двугранного угла CABD.
[image: image724.jpg]



                                       Рис. 156

Определение (меры двугранного угла). За меру двугранного угла принимается мера соответствующего ему линейного угла.

Т. Мера двугранного угла не зависит от выбора линейного угла.

Определение (трехгранного угла). Это фигура, составленная из трех плоских углов (ab), (be) и (ас), образованных лучами а, b и с, исходящими из одной точки и не лежащими в одной плоскости.

Обозначение: (abc) (рис. 157).

Рис. 157
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Плоские углы (ab), (be) и (ас) — это грани трехгранного угла, лучи a, b и с — его ребра, общая вершина S трех плоских углов — вершина трехгранного угла. Двугранные углы, образованные гранями трехгранного угла, называют двугранными углами трехгранного угла.

Многогранники

Определения.
Многогранником называют тело (часть пространства), ограниченное со всех сторон конечным числом плоскостей. Поверхность многогранника состоит из конечного числа плоских многоугольников (рис. 172).
Многогранник называют выпуклым, если он расположен по одну сторону от плоскости каждой своей грани.

3.
Выпуклый многогранник называют правильным, если все его грани являются правильными многоугольниками с одним и тем же числом сторон и в каждой вершине многогранника сходится одно и тоже число ребер.
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Т.1. Существует только пять типов правильных выпуклых многогранников: 
правильный тетраэдр (четырехгранник), правильный гексаэдр (куб), правильный октаэдр (восьмигранник), правильный додекаэдр (двенадцатигранник), правильный икосаэдр (двадцатигранник)'.

В правильных многогранниках равны все плоские углы, все двугранные углы, все ребра и все грани.

Формы грани:

- равносторонний треугольник: тетраэдр, октаэдр, икосаэдр;

- квадрат: гексаэдр (куб);

- пятиугольник: додекаэдр.
Формулы выпуклых многогранников
	Куб


	Тетраэдр


	Октаэдр


	Додекаэдр


	Икосаэдр
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Свойства правильных многогранников

	Многогранники
	Число граней
	Число ребер в гранях 
	Число вершин S
	Число ребер а
	Число вершин в ребрях 
	Общая поверхность
	Объем

	Тетраэдр

	4
	3
	4
	6
	3
	1,732а2
	0,118а3

	Гексаэдр(куб)
	6
	4
	8
	12
	3
	6а2
	а3

	Октаэдр
	8
	3
	6
	12
	4
	3,464а2
	0,471а3

	Додекаэдр
	12
	5
	20
	30
	3
	20,65а2
	7,663а3

	Икосаэдр
	20
	3
	12
	30
	5
	8,660а2
	2,181а3


Призма

Термин “призма” греческого происхождения и буквально означает “отпиленное” (тело). Призмой называется многогранник, который состоит из двух плоских многоугольников, лежащих в разных плоскостях и совмещаемых параллельным переносом, и всех отрезков, соединяющих соответствующие точки этих многоугольников. Многоугольники называются основаниями призмы, а отрезки, соединяющие соответствующие вершины, - боковыми ребрами призмы.

[image: image753.jpg]



Отрезок, соединяющий две вершины призмы, не принадлежащие одной грани, называется диагональю призмы.

Высотой призмы называется расстояние между плоскостями ее оснований.

Призма называется [image: image754.png]


-угольной, если ее основания -[image: image755.png]


-угольники.

Призма называется прямой, если ее боковые ребра перпендикулярны основаниям. В противном случае призма называется наклонной.

Прямая призма называется правильной, если ее основания являются правильными многоугольниками. 

Площадь поверхности призмы

Поверхность многогранника состоит из конечного числа многоугольников (граней). Площадь поверхности многогранника есть сумма площадей всех его граней. Площадь поверхности призм (Sпр) равна сумме площадей ее боковых граней (площади боковой поверхности Sбок) и площадей двух оснований (2Sосн) - равных многоугольников: Sпр=Sбок+2Sосн.
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Прямая призма 
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Обозначения: 
[image: image760.wmf].
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- периметр перпендикулярного сечения
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Теорема. Площадь боковой поверхности призмы равна произведению периметра ее перпендикулярного сечения и длины бокового ребра.

Следствие. Площадь боковой поверхности прямой призмы равна произведению периметра ее основания и высоты.

Действительно, у прямой призмы основание можно рассматривать как перпендикулярное сечение, а боковое ребро есть высота.

8. Основанием призмы является правильный шестиугольник со стороной а, боковые 

грани — квадраты. Найдите диагонали призмы и площади ее диагональных сечений.

9. В правильной шестиугольной призме, у которой боковые грани — квадраты, проведите плоскость через сторону нижнего основания и противолежащую ей сторону верхнего основания. Сторона основания равна а. Найдите площадь построенного сечения (рис. 117).

Рис. 117

10. Через сторону нижнего основания правильной треугольной призмы проведена плоскость, пересекающая боковые грани по отрезкам, угол между которыми а. Найдите угол наклона этой плоскости к основанию призмы (рис. 118).
[image: image763.jpg]



Параллелепипед





Параллелепипед (от греч. παράλλος — параллельный и греч. επιπεδον — плоскость) — призма, основанием которой служит параллелограмм.

В соответствии с определением параллелепипед — это четырёхугольная призма, все грани которой — параллелограммы. Параллелепипеды, как и призмы, могут быть прямыми и наклонными. Прямой параллелепипед, основанием которого служит прямоугольник, называют прямоугольным параллелепипедом. У прямоугольного параллелепипеда все грани — прямоугольники. Моделями прямоугольного параллелепипеда служат классная комната, кирпич, спичечная коробка. Длины трёх ребер прямоугольного параллелепипеда, имеющих общий конец, называют его измерениями. Например, имеются спичечные коробки с измерениями 15, 35, 50 мм. Куб — прямоугольный параллелепипед с равными измерениями. Все шесть граней куба — равные квадраты.

Определения. 

1. Параллелепипедом называют такую призму, основания которой — параллелограммы (рис. 178).

[image: image765.jpg]


 Рис. 178

2. Параллелепипед называют прямым, если его боковые ребра перпендикулярны основаниям.

3. Прямой параллелепипед называют прямоугольным, если его основания прямоугольники.

4. Параллелепипед называют кубом, если все его грани — это равные квадраты (см. рис. 175).
Т.1. {Свойства параллелепипеда.)
1. Противоположные грани параллелепипеда равны и параллельны.

2. Диагонали параллелепипеда пересекаются в одной точке и делятся в этой точке пополам.

3. В прямоугольном параллелепипеде все его диагонали равны и сумма квадратов трех его измерений равна квадрату диагонали.

Формула
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Пирамида.

Определения. 

1. Пирамидой называют многогранник, у которого одна грань (называемая основанием) 

является многоугольником, а все другие грани (называемые боковыми) — треугольники, имеющие общую вершину (ее называют, вершиной пирамиды) (рис .179).

2. Перпендикуляр, опущенный из вершины пира​миды на плоскость основания, называют ее высотой (рис. 179, 180).

3. Высоту боковой грани, проведенную из вершины пирамиды, называют апофемой этой грани (см. рис. 179).

4. Треугольную пирамиду называют тетраэдром. (У нее четыре грани, все они треугольники, т. е. любая из граней может быть принята за основание пирамиды (см. рис. 174).) 

[image: image769.jpg]
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Рис. 180

Рис. 179

5. Пирамиду называют правильной, если ее основание — правильный многоугольник и высота проходит через центр этого многоугольника (см. рис. 180).
6. Тетраэдр называется правильным, если все его грани — правильные треугольники.

Т.1. (Свойства правильной пирамиды.)
1. Боковые ребра правильной пирамиды равны.

2. Боковые грани правильной пирамиды — равные равнобедренные треугольники.

3. Апофемы боковых граней правильной пирамиды равны.

4. (Свойства параллельных сечений.) Если пирамида пересечена плоскостью, параллельной плоскости основания (рис. 181), то:

а)
в сечении получается многоугольник, подобный основанию;

б)
боковые ребра и высота делятся секущей плоскостью на пропорциональные части;

в)
отношение площадей сечения и основания равно отношению квадратов их расстояний от вершины.

Лемма 1.1.
Две пирамиды, имеющие равные высоты и равновеликие основания, имеют равные объемы. 

Теорема 1.2. 

Объем пирамиды равен одной трети произведения площади основания на высоту: [image: image771.png]


где S – площадь основания, H – высота пирамиды. 

Усеченная пирамида. Объем усеченной пирамиды

Усеченной пирамидой называется многогранник, гранями которого являются n-угольники А1А2…Аn и В1В2…Вn, расположенные в параллельных плоскостях и n четырехугольников А1А2В2В1, А2А3В3В2,…, АnА1В1Вn. 

Нижним и верхним основаниями усеченной пирамиды называются n-угольники А1А2…Аn и В1В2…Вn, расположенные в параллельных плоскостях.

Боковыми гранями усеченной пирамиды называются четырехугольники А1А2В2В1, А2А3В3В2,…, АnА1В1Вn.

Боковыми ребрами усеченной пирамиды называются отрезки А1В1, А2В2,…, АnВn.
Высотой усеченной пирамиды называется перпендикуляр, проведенный из какой-нибудь точки одного основания к плоскости другого основания

[image: image772.png]



Рис. 181
Объем усеченной пирамиды обычно находят как разность объемов двух подобных пирамид. При этом удобно воспользоваться теоремой об отношении объемов подобных многогранников: [image: image773.png]


, где [image: image774.png]


и [image: image775.png]


- объем и высота полной пирамиды, [image: image776.png]


и [image: image777.png]H



-объем и высота отсеченной пирамиды, [image: image778.png]


-коэффициент подобия отсеченной и полной пирамид. 

Если вместо [image: image779.png]


подставить [image: image780.png]


(высота усеченной пирамиды), то после очевидных преобразований получится известная формула

[image: image781.png]


, где [image: image782.png]


, [image: image783.png]


-площади оснований. Заметим, что при нахождении объема усеченной пирамиды обычно удобнее использовать формулу 
[image: image784.png]


. 

Объем усеченной пирамиды равен: [image: image785.png]


, 

где [image: image786.png]


, [image: image787.png]


--- площади оснований, [image: image788.png]


--- высота. 

[image: image789.jpg]



10. Постройте сечение пирамиды плоскостью, проходящей через вершину пирамиды и две данные точки на ее основании.

11. Постройте сечение треугольной пирамиды плоскостью, проходящей через сторону основания пирамиды и данную точку на противолежащем ребре.

Цилиндр. Объем цилиндра.

Цилиндром (точнее, круговым цилиндром) называется тело, которое состоит из двух кругов, не лежащих в одной плоскости и совмещаемых параллельным переносом, и всех отрезков, соединяющих соответствующие точки этих кругов.
Круги называются основаниями цилиндра, а отрезки, соединяющие соответствующие точки окружностей этих кругов, - образующими цилиндра.

Цилиндр называется прямым, если его образующие перпендикулярны плоскостям оснований. В дальнейшем мы будем рассматривать только прямой круговой цилиндр, называя его для краткости цилиндром.

Радиусом цилиндра называется радиус его основания. Высотой цилиндра называется расстояние между плоскостями его оснований. Осью цилиндра называется прямая, проходящая через центры оснований. Если образующие цилиндра неограниченно продолжить в обе стороны, то получится полный цилиндр или цилиндрическая поверхность, которая состоит из всех прямых (образующих), параллельных данной прямой [image: image790.png]


, которые пересекают данную окружность. Если окружность заменить какой-то другой линией, то получится цилиндрическая поверхность общего вида. Формулу объема прямого кругового цилиндра обычно находят, вычисляя предел, к которому стремится последовательность объемов вписанных в цилиндр или описанных около него правильных [image: image791.png]


-угольных призм. При этом, как правило, существование этого предела в школьном курсе геометрии принимается без доказательства. Поскольку при неограниченном увеличении [image: image792.png]


последовательность площадей [image: image793.png]


-угольников (оснований призм) стремится к площади круга (основания цилиндра), а высота призм остается постоянной (равной высоте цилиндра), последовательность объемов призм стремится к произведению площади основания цилиндра на его высоту. Формулу объема обобщенного цилиндра (основание - произвольная фигура, имеющая площадь, а образующая не обязательно перпендикулярна основанию) обычно выводят с помощью принципа Кавальери. 

Формула

[image: image794.png]V =nR'H




Строгая формулировка

[image: image795.png]V =nR'H




[image: image796.png]


-объём цилиндра
[image: image797.png]


–  радиус основания цилиндра

[image: image798.png]


– высота цилиндра. 

Даны две плоскости [image: image799.jpg]


и [image: image800.jpg]


, [image: image801.jpg]


|| [image: image802.jpg]


. В одной из них дана некоторая фигура Ф. Пусть задана также некоторая прямая l, пересекающая данные плоскости. Через каждую точку M фигуры Ф проведем отрезки MN, параллельные l и заключенные между [image: image803.jpg]


и [image: image804.jpg]


. Множество всех этих отрезков MN образует некоторое тело, которое называется цилиндром (рис. 31). Фигуры Ф и Ф1 (Ф1 — фигура, равная фигуре Ф) называются основаниями, а расстояние между ними — высотой цилиндра. Если Ф - круг, а MN перпендикулярны плоскостям [image: image805.jpg]


и [image: image806.jpg]


, то цилиндр называется прямым круговым или просто круглым.

Теорема. Объем круглого цилиндра радиуса R и высотой H вычисляется по формуле 

[image: image807.jpg]< H.




Для получения объема прямого кругового цилиндра поступаем следующим образом. В основание цилиндра впишем правильный n-угольпик, где n — достаточно большое натуральное число. Проводя соответствующие отрезки МN через вершины вписанного многоугольника, получаем вписанную и цилиндр правильную призму, объем которой достаточно точно (при больших n) выражает объем цилиндра: 

[image: image808.jpg]oen - H, t€ Socn



- площадь многоугольника (основания призмы), H — высота цилиндра, совпадает с высотой призмы. Если R - радиус круга основания цилиндра, то 

[image: image809.jpg]s mn B w2




Тем самым, приходим к формуле 

[image: image810.jpg]V=7l
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Конус Объем конуса. Объем усеченного конуса.

1. Понятие конуса: тело, ограниченное конической поверхностью и кругом с границей L, называется конусом. Коническая поверхность называется боковой поверхностью конуса, а круг – основанием конуса

                


2. Получение конуса: конус может быть получен вращением прямоугольного треугольника вокруг одного из его катетов.

[image: image811.png]



3. Сечение конуса: если секущая плоскость проходит через ось конуса, то сечение представляет собой равнобедренный треугольник, основание которого – диаметр основания конуса, а боковые стороны – образующие конуса. Это сечение называется осевым.

[image: image812.png]



Если секущая плоскость перпендикулярна к оси ОР конуса, то сечение конуса представляет собой круг с центром О1, расположенной на оси конуса.

[image: image813.png]



4. Площадь поверхности конуса: разверткой боковой поверхности конуса является круговой сектор, радиус которого равен образующей конуса, а длина дуги сектора – длине окружности основания конуса. За площадь боковой поверхности конуса принимается площадь ее развертки.

[image: image814.png]



где α – градусная мера дуги АВА1 
[image: image815.wmf]
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Площадь боковой поверхности конуса равна произведению половины длины окружности основания на образующую.  
[image: image818.wmf](
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Площадью полной поверхности конуса называется сумма площадей боковой поверхности и основания.

5. Усеченный конус, его получение и площадь:

                  [image: image819.png]LY 8




Усеченный конус может быть получен вращением прямоугольной трапеции вокруг ее боковой стороны, перпендикулярной к основаниям. 
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Площадь боковой поверхности усеченного конуса равна произведению полу суммы длин окружностей оснований на образующую.



УПРАЖНЕНИЯ

Шар, сфера. Объем шара.

Определения.

1. Шаром называют тело, которое состоит из всех точек пространства, находящихся от данной точки на расстоянии, не большем данного. Указанную точку называют центром шара, а данное расстояние называют радиусом шара.
2. Сферой (или шаровой поверхностью) называют границу шара (т. е. сферой является множество всех точек пространства, удаленных от данной точки на расстояние, равное радиусу шара).
3. Отрезок, соединяющий две точки границы шара (т.е. сферы) и проходящий через его центр, называют диаметром шара (и сферы).

4. Плоскость, проходящую через центр шара, называют диаметральной плоскостью его (и сферы) (рис. 186).

5. Сечение шара диаметральной плоскостью называют большим кругом, а сечение сферы этой плоскостью называют большой окружностью (см. рис. 186).
6. Плоскость, проходящую через точку Т шаровой поверхности и перпендикулярную радиусу, проведенному в точку Т, называют касательной плоскостью. Точку Т при этом называют точкой касания (рис. 187).

[image: image821.jpg]



Рис. 186
Рис. 187
Замечание. Шар можно рассматривать как тело, которое получается при вращении полукруга вокруг его диаметра.

Т.1. Всякое сечение шара плоскостью есть круг. Центром этого круга является основание перпенди​куляра, опущенного из центра шара на секущую плоскость.

Т.2. Касательная плоскость шара имеет с ним только одну общую точку — точку касания.

Определения.
[image: image822.jpg]



1. Шаровым сегментом называют часть шара, отсекаемую от него плоскостью (рис. 188).
2. Шаровым слоем называют часть шара, находящуюся между двумя параллельными плоскостями, пересекающими шар (рис. 189).
Рис. 188
Рис. 189

3. Шаровым сектором называют часть шара, полученную следующим образом. Если шаровой сегмент

Объем шара радиуса [image: image823.png]


вычисляется по формуле  [image: image824.png]


.

В учебнике сначала находится объем полу шара. Радиус, перпендикулярный основанию полу шара, разбивается на [image: image825.png]


равных частей. Через каждую точку деления проводятся плоскости, параллельные основанию полушага. Для каждого из получившихся слоев строится цилиндр, содержащий слой. Тело, составленное из этих цилиндров, параллельно переносится на расстояние [image: image826.png]


в направлении основания полу шара. Тогда все цилиндры, начиная со второго (считая от основания полу шара) окажутся внутри полу шара. Разность объемов первого и второго тел, составленных из цилиндров, может быть сделана сколь угодно малой. Значит, объем полу шара сколь угодно мало отличается от объема каждого из этих тел. Переход к пределу приводит к формуле объема полу шара: [image: image827.png]


.

УПРАЖНЕНИЯ

ПРОВЕРЬ СЕБЯ!

1. Шар, радиус которого 41 дм, пересечен плоскостью на расстоянии 9 дм от центра. Найдите площадь сечения.

2. Радиус шара R. Через конец радиуса проведена плоскость под углом 60° к нему. Найдите площадь сечения.

3. Радиус земного шара R. Чему равна длина параллели, если ее широта 60° (рис.  161)?

[image: image828.jpg]



4. Город N находится на 60° северной широты. Какой путь совершает этот пункт в течение 1 ч вследствие вращения Земли вокруг своей оси? Радиус Земли принять равным 6000 км.

Рекомендуемая литература

1. Алгебра и начала анализа для 10 класс А.Е. Абылкасымова 

Алматы «Мектеп» 2006г

2. Алгебра и начала анализа для 11 класс А.Е. Абылкасымова 
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